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ABSTRACT 
Etant donni: un espace quadratique V, nous montrons que le groupe des 
similitudes de V quotient& par son groupe orthogonal, admet un systkme complet de 
representants form6 de semi-involutions orthogonales. En passant, nous montrons que 
le groupe des multiplicateurs des similitudes de V est un invariant de la classe de 
Witt de V. 
1. INTRODUCTION 
Dans [2], Akiko Yoshioka dbmontre le theorbme suivant sur la structure 
du groupe des similitudes orthogonales en caracteristique 2: “Si X est le 
multiplicateur d’une similitude orthogonale, il existe une semi-involution 
orthogonale de multiplicateur X”, et il se demande si ce resultat reste valable 
en caracteristique 22. Nous allons montrer ici que c’est vrai. Nous ex- 
aminerons aussi brievement le cas symplectique, qui se rivblera ininteres- 
sant. 
2. ENON& DU THtiORtiME 
2.1 Rappelons d’abord quelques definitions et risultats. 
Soit K un corps commutatif de caracteristique f2. Donnons-nous un 
espace vectoriel V de dimension finie sur K, ainsi qu’une forme bilineaire 
B : V X V-+K, symetrique, non degeneree. En abrege, nous dirons que V est 
un espace quadratique sur K. 
Une application lineaire f de V dans V est appelee similitude orthogonale 
(en abrege: similitude) s’il existe h E K* tel que, pour tous vecteurs x et y de 
V, on ait B(f(x),f(y))=hB(x,y). L e scalaire h est appele multiplicateur de 
f et note m(f). 
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EXEMPLES. 
1. Les similitudes de multiplicateur 1 sont les isometrics de V. Elles 
forment le groupe orthogonal, note O(V), ou simplement 0. 
2. Soit H = H(V), le groupe des homotheties de V, et soit 0-H le produit 
(en gin&al non direct) des groupes 0 et H. 11 est clair qu’une similitude f 
appartient a 0.H si et seulement si m(f) E K*‘. 
Les similitudes de V forment evidemment un groupe, note S(V), ou S, 
qui contient les groupes 0 et 0.H comme sous-groupes distingues. De leur 
&te, les multiplicateurs des similitudes de V forment un sous-groupe de K*, 
note M(V). L’importance de M(V) dans l’etude de la structure de S(V) 
provient des dew suites exactes suivantes: 
(A) l+O(V)+S(V);M(V)+l, 
(B) l+O~H4’(V)~M(V)/K*z+l. 
[iZ dbsigne l’application qui i tout f E S associe la classe K*2 de m(f).] 
Si la dimension de V est impaire, un calcul facile de determinant montre 
que M(V) = K*2, et dans ce cas la suite exacte (B) se reduit i 
S(V)=O.H. 
Si la dimension de V est paire, en general M ( V) # K *2. On a cependant 
le theorime de structure suivant: 
2.2 
TH@OR&ME. Soit V un espace quadratique sur un corps commutatif de 
caract&istique f2. Pour tout X E M(V), il existe f E S (V) tel que m(f) = A 
et f 2 = h,, o& h, dkigne l’homothbtie de V de rapport A. Une telle similitude 
f est appeke semi-involution orthogonale. 
2.3 
COROLLAIRE. Le groupe S(V)/O(V) (resp: S/O-H) admet un systkme 
complet de repksentants form+? de semi-involutions orthogonales. 
Avant de demontrer ce theoreme, regardons d’abord dans quelle mesure 
M(V) depend de V. 
STRUCTURE DU GROUPE DES SIMILITUDES 243 
3. M(V) ET REPRkSENTANT ANISOTROPE DE V 
Rappelons que tout espace quadratique V sur K peut se decomposer en 
une somme orthogonale V = HI A, 06 H est hyperbolique et A anisotrope 
(i.e. sans vecteur isotrope). Le sous-espace A est defini i isomitrie p&s et 
appele representant anisotrope de V. Deux espaces quadratiques sur K sont 
dits equivalents si leurs representants anisotropes sont isometriques. La 
classe d’equivalence de V est appelee classe de Witt de V. L’ensemble des 
classes de Witt forme un anneau (pour la somme directe et le produit 
tensoriel), note W(K). 
3.1. PROPOSITION. Soit V un espace quadratique SW K. Alors M(V) 
= M(A), oh A est le repksentant anisotrope de V. En particulier, si V est 
h yperbolique, M ( V) = K * . 
Preuoe. 
(a) Supposons d’abord que V est hyperbolique. Dans ce cas, A = 0 et 
nous devons montrer que M(V) = K*. 
Soit X E K*. Soit V= H, I H, -L . ’ ’ I H,, une decomposition de V en 
somme orthogonale de plans hyperboliques. Rapportons chaque plan Hi i 
une base hyperbolique { ul,oi} [rappelons que ui et oi sont deux vecteurs 
isotropes tels que B ( ui, LQ = 11. 
L’application fi de Hi dans Hi definie par fi(uJ =Xu,, fi(vJ = T+ est 
evidemment une similitude de Hi de multiplicateur X, et telle que fi” coincide 
avec l’homothetie de Hi de rapport X. Posons f=fi_L . . . Ifn (notation 
evidente). 11 est clair que f est une similitude de multiplicateur A, et telle que 
f2= h,. 
(b) Supposons maintenant que V= HI A, 06 H est hyperbolique et A 
anisotrope non nul. Montrons que M(V) = M(A). 
Toute similitude f de V transforme H en un sous-espace H’ qui est aussi 
hyperbolique, de meme dimension que H, done isometrique a H. D’apres le 
theoreme de Witt, il existe alors une isometric u de V telle que u(H’) = H. 
Posons g= uof: c’est une similitude de V, et telle que m(g)= m( f) et 
g(H) = H. Le sous-espace anisotrope A qui est l’orthogonal de H, est aussi 
laisse invariant par g, et la restriction g, de g i A est une similitude de A, de 
meme multiplicateur que f. Done M(V) c M (A). 
Reciproquement, si g, est une similitude de A, d’aprb (a), il existe une 
similitude g, de H telle que m ( gH) = m ( gA), 11 est alors clair que g = g, J- g, 
est une similitude de V, de m6me multiplicateur que a, done M(A) c M(V). 
n 
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3.2 
REMARQUE. Comme le referee l’a fait remarquer, la proposition prece- 
dente signifie que le groupe des multiplicateurs M(V) est un invariant de la 
classe de Witt de V. 
11 serait interessant de savoir comment se comporte cet invariant vis-a-vis 
de l’addition et de la multiplication des classes de Witt. Un autre probleme 
interessant, de nature arithmetique, serait de voir sur quels corps K cet 
invariant (combine a d’autres invariants classiques comme le discriminant, 
etc.) permettrait de caracteriser les elements de W(K). 
4. DIkMONSTRATION DU THkORtiME 
LEMME 1. Supposons dim V > 2; si g E S(V), il existe un plan P de V qui 
est transfonnt? par g en un plan P’ isoktrique k P. 
Preuve. Si g est une homothetie, c’est evident. Si g n’est pas une 
homothetie il existe x E V tel que le sous-espace P engendre par x et g(x) soit 
de dimension 2. Alors P’ = g(P) est engendre par les vecteurs g(x) et 
A -‘g”(x) 06 A= m( g). 
Or B(h-‘g2(~),A-1g2(~))= K2B( g”(X),g”(z))= B (x,x), et 
B( g(x),h-1g2(z))=h-1B( g(X),g”(x))= B(x,g(x)) ce qui montre que Pet P’ 
sont isometriques. n 
LEMME 2. Le thkorkme est vrai si V est un plan. 
Preuve. Supposons que V est un plan rapporti: a une base orthogonale 
{ e,, es} telle que B (e,, e,) = (Y et B ( e2, e,) = p. Soit g une similitude de V de 
multiplicateur X. Soit 
la matrice de g dans la base choisie. 
Comme m(g) =X, on a aa2+ /3b2=ha, d’ou A= a2+ ( /3/a)b2. Soit f 
l’endomorphisme de V defini par la matrice 
a (P/o)b 
b -a 
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dam la base {e,,e,}. On verifie facilement que f est une similitude telle que 
m(f)=Aetf2=hx. n 
FIN DE LA DEMONSTRATION DU THI?OR$ME. 
(i) Si dim V est impaire, d’apres une remarque de [2], tout h E M(V) est 
de la forme ,a’, 1 E K*, et l’homothetie h, r&pond a la question. 
(ii) Si dim V=2n: 
Dans la preuve 3.1(a), nous avons en fait demontre le theordme dans le 
cas ori V est hyperbolique. D’apres la proposition 3.1, il suffit maintenant de 
le demontrer dans le cas 06 V est anisotrope. Raisonnons par recurrence sur 
n. 
(a) Si n = 1, le theoreme est vrai d’apres le lemme 2. 
(b) Si n > 1, soit g E S (V). D’apres le lemme 1, il existe un plan P de V tel 
que P’ = g(P) est isometrique a P. D’apres le thioreme de Witt, il existe une 
isometric u de V telle que U(F)= P. Posons i= uog. Alors j est une 
similitude de V telle que m( j) = m( g) et j laisse P invariant. 
Comme V=PIPl, il suffit alors d’appliquer I’hypothese de recurrence 
i j, Pet Pl. H 
Le thkorkme n’est plus vrai dans le cas symplectique. En effet, supposons 
que V est un plan hyperbolique sur le corps K de caracteristique f2, 
rapporti: a une base {u,v} telle que B(u,v)= -B(v,u)=l. 
Si f est une similitude de V, de multiplicateur X, telle que f2= h, et si 
est la matrice de f rapportee i la base {u,v}, on a necessairement: 
ad- bc=X, 
a=-d. 
a2+ bc=X. 
Les deux dernieres equations donnent ad - be = -A, ce qui, combine a la 
premiere equation, donne 2h = 0, done h = 0: impossible. 
Cependant, comme on sait que tout espace symplectique est hyperbo- 
lique, un raisonnement analogue a celui de 3.1 nous permet d’enoncer la 
proposition suivante. 
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PROPOSITION. Soit V un espace symplectique sur un corps commutatif 
K de caract&istique 22. Alors, M(V) = K* et pour tout x E M (V), il existe 
f~s(V) tel que m(f)=h etf2= -h,. 
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